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Campi e Particelle. Prima Parte: Campi.
Esercizi e Soluzioni
Alexandre Kamenchtchik
Problema No 1
Trovare una soluzione statica (cioe` indipendente dal tempo) dell’equazione
di Klein-Gordon per un campo scalare reale con un sorgente puntiforme.
(∇2 − µ2)φ = Gδ3(~x). (1)
Soluzione
Risolviamo questa equazione usando il metodo della trasformata di Fourier.
Definiamo
φ(~x) =
1
(2pi)3/2
∫
d3kei
~k·~xφ˜(~k),
φ˜(~k) =
1
(2pi)3/2
∫
d3xe−i
~k·~xφ˜(~x). (2)
Moltiplicando entrambi i membri dell’equazione (1) per e−i~k·~x/(2pi)3/2 e in-
tegrando con d3x, dopo aver fatto due volte l’integrazione per parti (e as-
sumendo che φ e ∇φ vanno verso lo zero abbastanza rapidamente quando
|~x| → ∞), otteniamo
−(|~k|2 + µ2)φ˜(~k) = G
(2pi)3/2
. (3)
Quindi, l’equazione differenziale (1) e` stata convertita nell’equazione alge-
brica che puo` essere risolta:
φ˜(~k) = − G
(2pi)3/2
1
|~k|2 + µ2 , (4)
1
φ(~x) = − G
(2pi)3
∫
d3k
ei
~k·~x
|~k|2 + µ2
= − G
(2pi)3
(2pi)
∫ ∞
0
|~k|2d|~k|
∫ 1
−1
d(cos θ)
ei|~k|r cos θ
|~k|2 + µ2 , (5)
dove r = |~x| e θ e` l’angolo tra i vettori ~x e ~k. Integriamo (5):
φ(~x) = − G
(2pi)2
∫ ∞
0
|~k|2d|~k|
∫ 1
−1
d(cos θ)
ei|~k|r cos θ
|~k|2 + µ2
= − G
(2pi)2i
∫ ∞
0
|~k|d|~k|e
i|~k|r − e−i|~k|r
r(|~k|2 + µ2)
= − G
(2pi)2i
∫ ∞
−∞
|~k|d|~k|| e
i|~k|r
r(|~k|2 + µ2)
= − G
(2pi)2i
(2pii)
(
|~k|(|
~k| − iµ)ei|~k|r
r(|~k|2 + µ2)
)
|~k|=iµ
. (6)
Calcolando l’ultimo integrale abbiamo usato il teorema dei residui. Final-
mente
φ(~x) = − G
4pi
e−µr
r
. (7)
Problema No 2
Dimostrare che l’Hamiltoniana del campo elettromagnetico nella gauge
trasversale e`
H =
1
2
∫
d3x(| ~B|2 + | ~E|2)
=
1
2
∫
d3x
|~∇× ~A|2 + ∣∣∣∣∣1c
(
∂ ~A
∂t
)∣∣∣∣∣
2

=
∑
~k
∑
α
2
(ω
c
)2
c∗~k,αc~k,α, (8)
2
dove il campo elettromagnetico e`
~A(~x, t) =
1√
V
∑
~k
∑
α=1,2
(c~k,α(t)~u~k,α(~x) + c
∗
~k,α
(t)~u∗~k,α(~x))
=
1√
V
∑
~k
∑
α=1,2
(c~k,α(0)~
(α)eik·x + c∗~k,α(0)~
(α)e−ik·x), (9)
dove
k · x = ~k · ~x− ωt = ~k · ~x− |~k|ct. (10)
Soluzione
Calcoliamo la derivata temporale del campo ~A(~x, t), usando le relazioni
c˙~k,α = −iωc~k,α,
c˙∗~k,α = iωc
∗
~k,α
1
c
∂ ~A
∂t
=
i
c
√
V
∑
~k
∑
α=1,2
ω(−c~k,α~u~k,α + c∗~k,α~u∗~k,α). (11)
Ora, usando le relazioni di ortogonalita`
1
V
∫
d3x~u~k,α · ~u∗~k′,α′ = δkk′δαα′ ,
1
V
∫
d3x
{
~u~k,α · ~u~k′,α′
~u∗~k,α · ~u∗~k′,α′
}
= δk −k′~(α)(~k) · ~(α′)(−~k), (12)
possiamo calcolare l’integrale spaziale dell’espressione
∣∣∣1c ∂ ~A∂t ∣∣∣2:
∫
d3x
∣∣∣∣∣1c ∂ ~A∂t
∣∣∣∣∣
2
=
2
c2
∑
~k
∑
α=1,2
ω2c~k,αc
∗
~k,α
− 1
c2
∑
~k
ω2
∑
α=1,2
∑
α′=1,2
(c~k,αc−~k,α′ + c
∗
~k,α
c∗−~k,α′) · (~(α)(~k) · ~(α
′)(−~k)).(13)
3
Per calcolare il quadrato del campo magnetico e` comodo usare la rappresen-
tazione in componenti:
Bi =
3∑
j,l=1
εijlAl,j.
Allora,
~B · ~B =
3∑
i=1
BiBi =
3∑
i,j,l,m,n=1
εijlεimnAl,jAn,m =
3∑
j,l,m,n=1
(δjmδln − δjnδlm)Al,jAl,j
=
3∑
l,j=1
(Al,jAl,j − Al,jAj,l), (14)
dove abbiamo usato la formula
3∑
i=1
εijlεimn = δjmδln − δjnδlm.
Ora, usando le relazioni di ortogonalita` (12) e la traversabilita` del campo
elettromagnetico
~k · ~u~k,α =
3∑
i=1
ki(u~k,α)i = 0, (15)
possiamo calcolare le seguenti integrali spaziali:∫
d3x
3∑
l,j=1
Al,jAl,j = 2
∑
~k
~k2
∑
α
c~k,αc
∗
~k,α
+
∑
~k
~k2
∑
α=1,2
(c~k,αc−~k,α′ + c
∗
~k,α
c∗−~k,α′) · (~(α)(~k) · ~(α
′)(−~k)) (16)
e ∫
d3x
3∑
l,j=1
Al,jAj,l = 0. (17)
Sostituendo le equazioni (14),(16),(17),(13) nell’espressione per l’Hamiltoniana
del campo elettromagnetico, e ricordando la relazione di dispersione
ω = |~k|c,
otteniamo la formula (8).
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Problema No 3
Dimostrare che la funzione di Pauli-Jordan per il campo scalare neutro
∆(~x− ~x′, t− t′) = [φ(~x, t), φ(~x′, t′)]. (18)
e` uguale a zero quando l’intervallo tra i punti dello spazio tempo e` di tipo
spazio ed e` diverso da zero, quando quello e` di tipo tempo.
Soluzione
Calcoliamo il commutatore del campo scalare neutro con se stesso in due
punti diversi. Usando la rappresentazione del campo scalare
φ(~x, t) =
1
(2pi)3/2
∫
d3k√
2k0
(a~ke
i~k·~x−ik0t + a+~k e
−i~k·~x+ik0t), (19)
dove
k0 =
√
~k2 +m2, (20)
le unita` fondamentali sono fissate come ~ = 1, c = 1, e gli operatori di
creazione e di annichilazione hanno i commutatori
[a~k, a
+
~k′
] = δ(~k − ~k′),
[a~k, a~k′ ] = [a
+
~k
, a+~k′ ] = 0, (21)
otteniamo
∆(~x− ~x′, t− t′) = 1
(2pi)3
∫
d3k
2k0
(ei
~k·(~x−~x′)+ik0(t′−t) − e−i~k·(~x−~x′)−ik0(t′−t)). (22)
Consideriamo il caso quando l’intervallo tra i punti x e x′ e` di tipo spazio. Us-
ando l’invarianza della funzione di Pauli-Jordan rispetto alle trasformazioni
di Lorentz, possiamo scegliere un sistema di riferimento tale che t = t′ e,
quindi,
∆(~x− ~x′, 0) = 1
(2pi)3
∫
d3k
2k0
(ei
~k·(~x−~x′) − e−i~k·(~x−~x′))
=
2i
(2pi)3
∫
d3k
2k0
sin~k · (~x− ~x′) = 0 (23)
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perche` l’integrando dell’espressione (23) e` dispari rispetto all’inversione ~k →
−~k. Questo fatto e` in corrispondenza con il principio di causalita`: gli op-
eratori dei campi bosonici separati da un intervallo di tipo spazio devono
commutare.
Consideriamo ora il caso di un intervallo di tipo tempo. Usando una
trasformazione di Lorentz (boost) possiamo trovarci nel sistema di riferimento
dove ~x = ~x′ e
∆(0, t− t′) = 1
(2pi)3
∫
d3k
2k0
(eik0(t
′−t) − e−ik0(t′−t))
=
2i
(2pi)3
∫
d3k
2k0
sin k0(t− t′) 6= 0, (24)
visto che in questo caso l’integrando e` pari rispetto a ~k → −~k.
Problema No 4
Dimostrare che l’equazione di Majorana
γµ
∂
∂xµ
ψ +
mc
~
ψC = 0 (25)
e` invariante rispetto alle trasformazioni di Lorentz.
Soluzione
Ovviamente il termine γµ
∂
∂xµ
ψ nell’equazione di Majorana si trasforma
come un termine analogo nell’equazione di Dirac. Vorremmo vedere che cosa
succede con il termine, proporzionale a ψC = γ2ψ
∗. Quando lo spinore ψ
viene sottomesso all’azione della trasformazione S, lo spinore ψC si trasforma
come
ψC = γ2ψ
∗ → γ2S∗ψ∗. (26)
Quindi, se
S−1γ2S∗ = γ2, (27)
allora l’equazione di Majorana e` invariante rispetto alle trasformazioni di
Lorentz. Dobbiamo considerare quattro casi: una rotazione nel piano 1-3;
una rotazione nel piano 1-2 o nel piano 2-3; un boost nel piano 1-4 o nel
6
piano 3-4; un boost nel piano 2-4.
Nel primo caso
S = cos
ω
2
+ γ1γ3 sin
ω
2
. (28)
In questo caso S∗ = S e γ2S = Sγ2. Quindi, l’equazione (27) e` soddisfatta.
Nel secondo caso
S = cos
ω
2
+ γ1γ3sin
ω
2
. (29)
Allora, S∗ = S−1 e γ2S−1 = Sγ2 e (27 e` soddisfatta.
Nel terzo caso
S = cosh
χ
2
+ iγ1γ4 sinh
χ
2
. (30)
Allora, S∗ = S e γ2S = Sγ2 e l’equazione (27) e` soddisfatta.
Ultimamente
S = cosh
χ
2
+ iγ2γ4 sinh
χ
2
. (31)
Allora, S∗ = S−1 e γ2S−1 = Sγ2 e (27) e` soddisfatta.
Problema No 5
Dimostrare che una rappresentazione irriducibile del gruppo SU(3), il cui
schema di Young contiene m + n caselle nella prima riga e m caselle nella
seconda riga ha la dimensionalita`
Dim(m,n) =
(m+ 1)(n+ 1)(m+ n+ 2)
2
. (32)
Soluzione
Per calcolare la dimensionalita` di una rappresentazione irriducibile del
gruppo SU(N), usando il suo schema di Young, possiamo usare le seguente
regole: in ogni riga, il numero in una casella successiva deve essere maggiore
o uguale al numero che si trova nella casella precedente; in ogni colonna il
numero che si trova in una casella inferiore deve essere maggiore del numero
che si trova nella casella superiore.
La m-sima casella della prima riga puo` contenere il numero 1, o il numero
2. Se questa casella contiene il numero 1, allora ultime n caselle della prima
riga possono contenere i numeri 1, 2 e 3 , separate da due pareti immaginari.
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Il numero di diversi possibili riempimenti di queste n caselle e` uguale al
numero di combinazioni di 2 da n+ 2, cie`
(n+ 1)(n+ 2)
2
. (33)
Ovviamente tutte le prime m caselle della prima riga contengono il numero
1, mentre le m caselle della seconda riga possono contenere i numeri 2 e 3,
separati da una parete immaginaria e esistono
m+ 1 (34)
posizioni di tale parete. Moltiplicando le espressioni (33) e (34), otteniamo
(m+ 1)(n+ 1)(n+ 2)
2
. (35)
Se m-esima casella della prima riga contiene il numero 2 allora le ultime n
caselle della prima riga possono contenere i numeri 2 e 3 e ci sono
n+ 1 (36)
scelte possibili. Le prime m caselle della prima riga possono contenere k
numeri 1 e m − k numeri 2, dove 0 ≤ k ≤ m − 1. Nella seconda riga, le
caselle, che si trovano sotto le caselle della prima riga che contengono un
numero 2, possono contenere solo il numero 3. Le caselle della seconda riga,
che si trovano sotto le caselle della prima riga che contengono il numero 1,
possono portare o il numero 1 o il numero 2 e per k caselle della prima riga,
con il numero 1 abbiamo
k + 1 (37)
scelte. Sommando l’espressione (37) da k = 0 a k = m− 1, otteniamo
m−1∑
k=0
(k + 1) =
m(m+ 1)
2
. (38)
Moltiplicando le espressioni (37) e (38), otteniamo
(m(m+ 1)(n+ 1)
2
. (39)
Addendo le espressione (35) e (39) arriviamo alla formula (32).
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